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Abstract

Es wird Uber ein deutsch-indonesisches design research Projekt berichtet, das die mathematischen Kompetenzen
von Schillern® in der Sekundarschule deutlich erhdhen soll. Da Ergebnisse internationaler Vergleichsuntersu-
chungen zeigen, dass ein Zusammenhang zwischen Metakognition und Lernerfolg besteht, wurde eine Lernum-
gebung flr den Anfangsunterricht in Klasse 7 konzipiert, um metakognitive und diskursive Aktivitaten von Ler-
nenden und Lehrenden deutlich zu steigern. Die Wirksamkeit des Konzepts wurde an einer Sekundarschule
mehrmals erprobt.

In diesem Papier wird der theoretische Hintergrund fiir die Konstruktion der Lernumgebung dargestellt, einige
Aufgaben werden exemplarisch vorgestellt und Schiilereigenproduktionen aus dem Projektunterricht analysiert.
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EINLEITUNG

Zwischen Mathematikdidaktikern an der heutigen Universitas Sanata Dharma (Yogyakarta)
und der Universitat Osnabrick gibt es seit 1982 eine enge Zusammenarbeit. Vom 01.10.2009
bis zum 31.12.2010 wurde als jiungstes gemeinsames Projekt eine Machbarkeitsstudie ,,Ent-
wicklung metakognitiver und diskursiver Aktivitaten im indonesischen Mathematikunterricht
(MeDIM)“ durchgefiihrt.

Mit ihr sollte Uberprift werden, inwiefern eine zukinftige Pilotstudie zur Erhéhung der ma-
thematischen Kompetenzen von Schilernin Klasse 7 der Sekundarschule Erfolg versprechend
sein kann. In dieser Pilotstudie sollen Malinahmen erprobt werden, die einen groReren Anteil
der Schiiler beféhigen, die im Mathematikunterricht erarbeiteten mathematischen Konzepte
und Verfahren wirklich zu verstehen.

Weil es sich um eine komplexe Innovation handelt, hielten wir es fir angebracht, vorab in
einer Machbarkeitsstudie geeignete Werkzeuge fir die Pilotstudie zu entwickeln. Dies sind
einmal Lernmaterialien fir die Schiler und dazu passende Lehrerfortbildungen, aber auch
Methoden zur Uberpriifung des Lernerfolgs von Schiilern und der Veranderung der Unter-
richtskultur bei den Lehrern. Zusétzlich sollte der personelle und finanzielle Aufwand fir die
Pilotstudie abgeschétzt werden.



Eine wichtige Rolle bei der Innovation spielt eine Unterrichtskultur, bei der zwei Aspekte
zentral sind:

- Vorrang fir den Aufbau von tragfdhigen Modellvorstellungen (Gber den Umgang mit
Zahlen und algebraischen Umformungen) vor dem Vermitteln von Sachwissen und
Eintiben von Rechentechniken,

- Steigerung der metakognitiven und diskursiven Aktivitaten im Unterricht.

Als Ergebnis eines design research Projekts in Deutschland konnte heraus gearbeitet werden,
wie diese Ideen, in ein Curriculumprojekt implementiert, zu einer deutlichen Steigerung der
mathematischen Kompetenzen von Schilern gefuhrt haben (Cohors-Fresenborg & Kaune,
2001; Cohors-Fresenborg et al., 2002).

Forschungen haben gezeigt, dass metakognitive und diskursive Aktivitaten als facherlbergrei-
fende Indikatoren fiir Unterrichtsqualitat eine wichtige Rolle spielen. Einen Uberblick findet
man in Schneider & Artelt (2010). Die generelle Bedeutung von Metakognition fur den Lern-
erfolg stellten schon Wang, Haertel & Walberg (1993, S. 272f.) in ihrer Metaanalyse empiri-
scher Untersuchungen zum Erfolg schulischen Lernens heraus, indem sie feststellen, dass in
der Rangfolge des Einflusses auf den Lernerfolg Metakognition hervorragend platziert ist.

Bei der zukinftigen Pilotstudie handelt es sich um ein design basiertes Forschungsprojekt, in
dem Entwicklung von fachdidaktischen Theorien und das Kreieren von inhaltsbezogenen
Lehr-Lernumgebungen Hand in Hand gehen (Wittmann 1995, S. 356) und sich gegenseitig
unterstutzen.

In Ubereinstimmung mit Gravemeijer und Cobb (2006, S. 19) wurde das Projekt MeDIM in
drei Phasen realisiert:

e Phase 1: Vorbereitung und Konzeption:

Als Basis der intendierten Unterrichtskultur wurde ein Arbeitsbuch entwickelt, in dem ei-

nerseits geeignete Modellvorstellungen fur das Verstandnis von ganzen Zahlen angeboten

werden. Andererseits musste ein Format fir Aufgaben entwickelt werden, welche die

Lernenden zu metakognitiven und diskursiven Aktivitaten anregt. Dieses Arbeitsbuch

sollte die Lehrkraft in die Lage versetzen, die Lehr-Lernprozesse im Unterricht anders als

bisher zu organisieren. Im Design des Arbeitsbuches war also das Potenzial fur einen ver-
anderten Mathematikunterricht zu implementieren:
- Es waren Schilerdialoge aufzunehmen, die dazu dienen, verschiedene Aspekte ei-
nes neu eingefihrten Begriffes zu thematisieren.
- Es waren Vorstelllungen und Fehlvorstellungen zu prasentieren, mit denen die

Schiler sich kognitiv und metakognitiv auseinander setzen kénnen.



- Es waren Aufgabenbearbeitungen zu présentieren, die fur die Schiler als Vorbild
fiir eigene Aufgabenbearbeitungen dienen sollen.
Es ist ein das Arbeitsbuch ,,Vertragsgemélies Rechnen* (Kaune & Cohors-Fresenborg, 2011)
entstanden, das - in Verbindung mit der intendierten Unterrichtskultur - die Rolle von dem
spielt, was bei Wittman (1995) und Gravemeijer und Cobb (2006) als Lernumgebung be-
zeichnet wird.
e Phase 2: Unterrichtsversuch:
Die Lernumgebung wurde an einer Sekundarschule in Yogyakarta mit einer Projektlehre-
rin erprobt. Der Projektunterricht wurde videographiert und Dokumente aus dem Unter-
richt wurden flr eine spétere Analyse gesichert. Zur Evaluation der Lernergebnisse wur-
den Vergleichsarbeiten in der Versuchs- und der Kontrollklasse durchgefiihrt.
e Phase 3: Analyse und Reflexion:
An Hand der Videodokumente und der Schulereigenproduktionen wurden die Lernprozes-
se und Lerneffekte beim Umgang mit der neuen Lernumgebung erforscht. Erkenntnisse
aus der Erprobung konnten gewinnbringend in die Verbesserung der Lernumgebung und
weitere Unterrichtsentwicklung eingebracht werden. Empfehlungen fir die Lehrerbildung
kdnnen formuliert und ein Konzept fir eine Lehrerfortbildung entwickelt werden.
In diesem Aufsatz wird Uber die erste Phase berichtet. Dabei wird auch auf Schilerlésungen
zuruckgegriffen, die in der unterrichtlichen Erprobung in Phase 2 entstanden sind.

THEORETISCHER HINTERGRUND

Grundlegende Modellvorstellungen und Metaphern

Eine wichtige Frage beim Lehren und Lernen von Mathematik ist, wie man bei Schulern ge-
eignete Vorstellungen mathematischer Inhalte und Methoden etabliert und wie diese wirken.
Ein verbreitetes VVorgehen ist dabei der Aufbau von Grundvorstellungen (vom Hofe, 1998)
und mental models (Fischbein, 1989). Es handelt sich dabei um die Konstituierung von Be-
deutung fur einen neu zu erlernenden mathematischen Begriff durch Anknlpfung an bekannte
Sach- oder Handlungszusammenhédnge (vom Hofe, 1998, S. 97f.). Die weitere Ausdifferen-
zierung erfolgt dann im neu geschaffenen mathematischen Begriffssystem. Der Terminus
,Grundvorstellung” charakterisiert fundamentale mathematische Begriffe oder Verfahren und
deren Deutungsmdglichkeiten in realen Situationen (vom Hofe, 1998, S. 98).

Wir setzen uns von diesen Positionen in folgendem Sinne ab: Wir beginnen jeweils mit der
Ausarbeitung von Wissenselementen, die den Schilern vertraut sind (aus dem Alltag oder
auch aus ihren bisherigen theoretischen Beschaftigungen), und bauen diese in der Erfah-

rungswelt zu einem System, einer Microworld aus. Wir folgen damit einer Analyse von
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Schwank (1995, S. 104): ,,Microworlds are the external places where the external actions —
caused by the cognitive activities — take place; the effects of these actions give feedback to the
mental organizations and the development of mental models.” Eine Microworld muss funkti-
onieren und im Keim die Ideen, Theoriebildungen und VVorgehensweisen enthalten, die spater
als mathematische Theorie gebraucht werden soll (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2005). Funk-
tionieren meint, dass in einer solchen Microworld intellektuelle VVorgehensweisen erprobt und
Erfahrungen gesammelt werden kénnen bevor eine Mathematisierung vorgenommen wird.
AnschlieBend wird das in der Microworld bewusst gemachte Verhalten prazisiert und formu-
liert, das meint ,,in Form gebracht”, und dann aufgeschrieben, also formalisiert. Dabei wird
immer wieder reflektiert, ob das Gesagte oder Geschriebene mit dem Gemeinten zusammen
passt. Es wird dabei reflektiert, wie das Aufgeschriebene von einem Leser benutzt oder ver-
standen werden wird.

Weil diese Microworld aus der Erfahrungswelt entwickelt wird, kann daraus ein Metaphern-
system (Lakoff & Johnson, 1980) generiert werden, auf das von den Schilern jederzeit als
Evidenzbasis zurlickgegriffen werden kann. Der intendierte Mechanismus des Zurlickgreifens
begrenzt den Umfang und die Leistungsféhigkeit des Metaphernsystems insofern, als dass es
sich die Lernenden wirklich zu ihrem System zu Eigen gemacht haben missen.

Deshalb hat fur uns beim Design von Lehr-Lern-Umgebungen der Aufbau von tragfahigen
Modellvorstellungen (Gber den Umgang mit Zahlen und algebraischen Umformungen) Vor-
rang vor dem Vermitteln von Sachwissen und Eintiben von Rechentechniken.

In der Pilotstudie sollen Erfahrungen der Schiler mit Schulden und Guthaben zu einem Meta-
phernsystem ,,vertragsgemafies Rechnen* ausgebaut werden, in dem sich die Schiiler den Pro-
zess der Rekonstruktion des bei ihnen schon vorhandenen intuitiven Wissens tber den Um-
gang mit Schulden und Guthaben zurechtlegen kénnen. Der Ubergang zu einem Vertragswerk
(Axiomensystem) bedeutet dann, dass aus der bisherigen Erfahrung normativ festgesetzt wird,
wie man sich in neuen Situationen verhalten soll. Es handelt sich also um eine Verallgemeine-
rung des Anwendungsbereichs eines mathematischen Werkzeugs und nicht um eine Abstrak-
tion.

Lernwirksam wird dieses VVorgehen erst dadurch, dass die Schiller immer wieder abgleichen,
inwieweit die neue vertragsgemale Rekonstruktion mit dem in Verbindung steht, was sie
vorher intuitiv gewusst haben, und inwieweit die formale Reprasentation Ausdruck dieses
Wissens ist.

Unter Einsatz von metakognitiven und diskursiven Aktivitdten wird von den Schulern die

Bedeutung mathematischer Begriffe, die Zulassigkeit von mathematischen Operationen und
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die Korrektheit von Rechnungen durch Ruckgriff auf dieses Metaphernsystem ,,Vertragsge-

mafRes Rechnen* immer wieder erdrtert werden.

Abgrenzung zum Konzept der realistischen Mathematik
In unserer Konzeption folgen wir zwar ein Stuck weit der auf Freudenthal (1973) zuriickge-
henden bereichsspezifischen Lehr-Lerntheorie ,,Realisitic Mathematics Education” (RME)
(Gravemeijer, 1994). In einem entscheidenden Punkt gehen wir aber weiter als die Anhdnger
von RME.
Wir starten mit einer Analyse des Buchens von Kontovorgéngen. Dieses entspricht einem
»Szenario®, wie von Gravemeijer et al. (2003, S. 53) beschrieben: "Of course, by saying the
starting points are experientially real, we are not suggesting that the students had to experi-
ence these starting points first hand. Instead, we are saying simply that the students should
be able to imagine acting in the scenario, as king, for example"
Auf diese Weise soll Mathematik rekonstruiert (reinvented) werden. Gravemeijer und Cobb
(2006, S. 63-64) beschreiben in ihrem Theorierahmen (theoretical framework) diesen Prozess
folgendermalen: "This requires the instructional starting points to be experientially real for
the students, which means that one has to present the students problem situations in which
they can reason and act in a personally meaningful manner.
The objective of guided reinvention is that the mathematics that the students develop will also
be experientially real for them. Learning mathematics should ideally be experienced as ex-
panding one’s mathematical reality. We may further elaborate this point by clarifying the way
in which Freudenthal conceives reality: ‘I prefer to apply the term reality to what common
sense experiences as real at a certain stage’ (Freudenthal, 1991, p. 17). He goes on to say
that reality is to be understood as a mixture of interpretation and sensual experience, which
implies that mathematics, too, can become part of a person’s reality. Reality and what a per-
son perceives as common sense is not static but grows, and is affected by the individual’s
learning process."
Mit den Ansétzen von RME lassen sich Eigenschaften von mathematischen Objekten (hier:
von negativen Zahlen) mit den dazugehdrigen Rechenoperationen rekonstruieren. Was aber
mit RME nicht rekonstruiert wird, ist das mathematische Verhalten, welches mit einer axio-
matischen Fundierung der Zahlbereichserweiterung, wie es der Mathematik des 20. Jahrhun-
derts entspricht, verbunden ist. Bei einem Vorgehen gemalR RME koénnen sich die Schiler
gerade nicht zurecht legen, wie die Teile der Theorie der ganzen Zahlen funktionieren, die in
diesem realistischen Szenario nicht vorkommen, wie beispielsweise die Multiplikation von
zwei negativen Zahlen. Diese Theorieteile fallen unerklart vom Himmel (they unexplained
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appaer from nowhere). Ein solches VVorgehen ist nach unserer Meinung einer der wesentlichen
Grinde dafur, dass sich bei Lernenden weltweit etwa ab diesem Zeitpunkt im Curriculum die
Meinung verfestigt, dass Mathematik nicht zu verstehen sei.

Um dieses zu vermeiden flihren wir die Praxis von RME weiter, indem wir das realistische
Szenario vom Buchen in folgendem Sinn zu einer Mikrowelt ausbauen: Wir erfinden einen
Vertrag, den wir mit der Bank schlieen, so dass in Zukunft alle Buchungen der Bank mit
diesem Vertrag begrindet werden missen. Die Giltigkeit und Sinnhaftigkeit dieses Ver-
tragswerkes ist evident. Danach kommt die Abstraktion von der idealisierten Bank zur ,,Ma-
thebank*. Deren Vertragswerk ist dann ein Vertragswerk tber den Umgang mit ganzen Zah-
len.

Hreality” im Sinne von Freudenthal (1991, S. 17) bezieht sich also in unserem Konzept auch

auf die Erfahrung, Vertrége zu verabreden und sich an sie zu halten.

Metakognition und Diskursivitat
Seit Polya (1945) werden Aktivitaten von Lernenden analysiert, die sich um die Lésung eines
mathematischen Problems bemihen. Daraus ist in der Kognitionspsychologie das Konstrukt
Metakognition entstanden. Eine erste systematische Dokumentation der Anwendung von Me-
takognition beim Lernen von Mathematik findet man bei Schoenfeld (1992). Unsere Dekom-
position des Begriffs Metakognition, prazisiert in einem Kategoriensystem zur Klassifikation
schrittweise kontrollierbaren Argumentierens (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007), baut zu-
nachst auf diesen Ideen auf:
Eine wichtige Komponente von Metakognition wird im Planen von Problemldseschritten,
verbunden mit der Wahl von geeigneten mathematischen Werkzeugen, gesehen. Dartiber hin-
aus hat im Prozess des Problemldsens der Einsatz dieser Werkzeuge kontrolliert zu werden, es
muss eine Uberwachung des Sach- und Zielbezuges durchgefiihrt werden sowie ein Abgleich
zwischen den gesetzten Zielen und dem schon Erreichten. Diese Tatigkeit des Kontrollierens
und Uberwachens wird Monitoring genannt. Davon wird eine geistige Tatigkeit unterschie-
den, die sich mit dem Verstehen des gestellten Problems oder dem Nachdenken tber bisher
Erreichtes beschéaftigt. Diese wird Reflexion genannt. Da wir den Fokus vom Problemlésen zu
Begriffshbildung und Verstehen sowie von der individuellen Sicht zu Interaktionen im Unter-
richt erweitert haben, kommen noch weitere geistige Aktivitaten hinzu, die wir ebenfalls unter
Reflexion subsumieren: Reflexion Uber die Adéquatheit von Begriffsbildungen und Meta-
phern, Gber das gewéhlte mathematische Vorgehen, Gber Vorstellungen und Fehlvorstellun-
gen, sowie Uber das Zusammenspiel von Gesagtem, Gemeintem und Intendiertem (Darstel-
lungen und Vorstellungen). Beim Monitoring kommt das Kontrollieren von Argumentationen
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hinzu. In der Kategorie Planung spielt das Planen metakognitiver Aktivitaten eine Rolle, wie
es zum Beispiel durch Wahl einer geeigneten Aufgabe oder Présentation einer Schilerlésung
zu Beginn eines Unterrichtsabschnittes erfolgen kann.

Ein tieferes Verstandnis von Begriffen, eingeschlagenen Vorgehensweisen und benutzten
Werkzeugen ist aber nur moglich, wenn sich Monitoring und Reflexion prézise auf das bezie-
hen, was im Unterricht gerade diskutiert wird. Dazu muss den am Unterrichtsdiskurs Beteilig-
ten die Verankerung der Redebeitrdge deutlich gemacht und das Verstehen des Gesagten
durch eine adaquate Wortwahl unterstiitzt werden. Wir haben die dazu notwendigen Aktivita-
ten unter dem Begriff diskursive Aktivitaten subsumiert. Diskursivitat ist fur eine Unter-
richtskultur zentral, die die metakognitiven Aktivitaten der Lernenden fordern soll.

Zur Prazision beim Lesen und Aufschreiben mathematischen Wissens und beim Argumentie-
ren im Mathematikunterricht gehdort wesentlich die Fahigkeit, den Unterschied zwischen Dar-
gestelltem und Intendiertem erfassen und ausdriicken zu kdnnen. Dazu ist notwendig, Argu-
mentationsstrange zu verfolgen, die Tragfahigkeit von Argumenten einzuschétzen und Zwei-
fel sowie Gegenargumente strategisch addquat platzieren zu kénnen. Hier zeigt sich, dass me-
takognitive und diskursive Aktivitaten ineinander verwoben sein mussen.

Einen Einblick in die Benutzung dieses Kategoriensystems fir metakognitive und diskursive
Aktivitaten findet man in Cohors-Fresenborg & Kaune (2007), eine ausfihrliche Dokumenta-
tion mit klassifizierten Ausschnitten von Mathematikstunden vom ersten bis zum dreizehnten

Schuljahr findet man in Kaune & Cohors-Fresenborg (2010).

THEORIEGELEITETE ENTWICKLUNG EINER LERNUMGEBUNG

Ausgangslage

Eine Analyse eingefiihrter indonesischer Schulblicher (Adinawan, 2006 und Marsigit, 2008)
zeigt, dass deren Konzeption den Aufbau von addquaten Vorstellungen zum Umgang mit
ganzen Zahlen nicht unterstitzt, da weder durch die erkldrenden Texte noch durch Bearbei-
tung der Aufgaben Beziehungen zwischen Inhalten, Realkontexten und individuellen menta-
len Strukturen angebahnt bzw. hergestellt werden. Die Zugangsweise zur Addition und Sub-
traktion von ganzen Zahlen erfolgt in beiden Biichern tber eine Veranschaulichung mit Pfei-
len, die zundchst an zwei verschiedenen Zahlenstrahlen und spéter an einem einzigen darge-
stellt werden. Dabei reprasentiert die Lange des Pfeils den Betrag der Zahl und die Richtung
der Pfeilspitze ihr Vorzeichen. Diese Représentation ist nur eingeschrankt zu nutzen, da sich
der Summand Null nicht als Pfeil darstellen l&sst. Andererseits beglnstigt eine zu dieser Ver-

anschaulichung entwickelte formale Notation der Rechengesetze zum Umgang mit ganzen



Zahlen (vgl. Adinawan, 2006, S. 7) die Ausbildung einer weit verbreiteten Fehlvorstellung: ,,-
a ist eine negative Zahl.* (Sjuts, 2002, S. 82f.)

Ubersicht tiber die Konzeption der Lernumgebung

Bei der Konstruktion der Lernumgebung zur Einfuhrung der ganzen Zahlen ermoglichen wir
den Lernenden die Ausbildung zweier ganz unterschiedlicher grundlegender Modellvorstel-
lungen: Zum einen kreieren wir eine Bankumgebung, in der das Buchen von Guthaben und
Schulden auf einem Bankkonto den Kern bildet. Dieses Modell ist in europdischen Mathe-
matikbuchern seit vielen Jahrzehnten weit verbreitet: ,, Attempts were made to reconcile ideas
of assets and debts, or above and below sea level and so on, with the formal-operational struc-
ture of the negative numbers, by founding the sign-rules on concrete models” (Streefland,
1996). Zum anderen haben wir ein in der deutschen Mathematikdidaktik eingefiihrtes Bewe-
gungsspiel (Kliemann et al., 2009) namens ,,Hin und Her* modifiziert, das den Lernenden
ermoglicht, auf der Grundlage von Bewegungserfahrung eine Microworld aufzubauen, die
spater ebenfalls als Metaphernsystem fir den Umgang mit ganzen Zahlen genutzt werden
kann. Das Spielbrett und die vereinbarten Spielregeln tragen auch dazu bei, Zahlraumorientie-
rung und Zahlvorstellungen durch das Erleben von dynamischen Ereignissen am Zahlenstrahl
zu entwickeln. Wahrend die Bankumgebung eher den kardinalen Zahlaspekt nahe legt, betont
das Hupfspiel eher den ordinalen Zahlaspekt.

Im Folgenden wird einmal das Design der Lernumgebung inhaltsorientiert vorgestellt. Dabei
liegt der Schwerpunkt auf den beiden Microworlds. Danach wird das Design unter dem As-
pekt eines besonderen Aufgabenformats vorgestellt, das metakognitive und diskursive Aktivi-
taten von Schulern evozieren soll. Jedes Mal werden Aufgabenbearbeitungen von Schiilern
prasentiert, um zu zeigen, wie die Konzeption gedacht ist und wie sie angenommen wird.
Aufbau der Microworld ,,Buchen von Guthaben und Schulden*

Ausgangspunkt ist das intuitive Wissen der Schiler dartiber, wie man mit Schulden auf einem
Bankkonto umgeht. Dieses Vorwissen wird zunéchst bewusst gemacht. In einem ersten
Schritt protokollieren die Schiler Buchungen auf sogenannten Kontokarten einer ,,Mathe-
bank®.



Auf der folgenden Kontokarte fehlen Eintragungen:
Lfd.| Datum alter Saldo Umsatze neuer Saldo
Nr. Auszahlung Einzahlung
1. | 12.10.09 250.000 25.000 275.000
2. | 17.10.09 275.000 {7 500 257.000
3. |28.10.09 257.000 130.250 {27.250
4. |31.10.09 421.260 18.375 145.625
5. |02.11.09 145.625 20.025 165.650

a) Fllle die Karte passend aus.

b) Erfinde eine kurze Geschichte, die zu dieser Kontokarte passen kénnte.

Abb. 1: Kontokarte, die von einem Schiiler korrekt ausgeftllt wurde

Damit soll begonnen werden, aus vertrauten Wissenselementen eine Microworld auszubauen.
Als Form wird in diesem Schritt die ,,Kontokarte* gewéhlt. Die Schiler sollen zwischen die-
ser Formalisierung und dem inhaltlichen Buchen hin und her wechseln kénnen. Dazu dient
Aufgabenteil b. Gleichzeitig dient dieser Aufgabenteil auch dazu, dass Schiler Giber mathema-
tische Inhalte in ihrer Umgangssprache schreiben lernen:

Ardi hat ein Konto bei der Bank mit dem Kontostand Rp. 250.000,00. Am 12.10.09 hat er

Rp 25.000 eingezahlt. Sein neuer Saldo wird Rp 275.000,00. Am 17.10.09 hat Ardi Rp

17.500,00 ausgezahlt, weil er Sandale kaufen wollte. Sein Saldo wird Rp 257.500. Am

28.10.09 hat Ardi wieder Rp 130.250 ausgezahlt, deshalb wird sein Saldo Rp 127.250. Am

31.10.09 hat Ardi wieder Rp 18.375,00 bei der Bank eingezahlt. Sein Saldo wird Rp

145.625,00. Am 2.11.09 hat Ardi Rp 20.025 eingezahlt. Sein neuer Saldo ist Rp 165.650.
Abb. 2: Buchungsgeschichte zu der in Abb. 1 vorgegebenen Kontokarte

Daran anschlieBend wird aber nicht durch Abstraktion schon der Weg zur mathematischen
Begriffshildung beschritten, sondern es werden die intellektuellen \Vorgehensweisen erprobt
und Erfahrungen gesammelt, bevor eine Mathematisierung vorgenommen wird.

An dieser Stelle kommt der Wahl einer geeigneten aufleren Reprasentationsform fiir den zu
bildenden Begriff ,,positive bzw. negative ganze (spater auch: rationale) Zahl* eine entschei-
dende Rolle zu. Diese wird in zwei Schritten entwickelt. Abb. 3 zeigt die erste Abstraktions-
stufe: auf irrelevante Informationen der Kontokarte wird verzichtet. Relevante Informationen
der Buchung werden in einer ersten formalen Kurzschrift dargestellt. Sie beinhaltet noch zwei
Kennzeichnungen fir Salden: H fir Haben und S fiir Soll (im Indonesischen K flr Haben, D
far Schulden).



alter Saldo Umsatze neuer Saldo

Auszahlun Einzahlung
SH S/H S/H S/H

s | 135.000 | \ 135.000 0

S /////

( D135.000 + K 135,000 )= K ©

Abb. 3: Entwicklung der Formalisierung aus der Kontokarte

Abb. 4 zeigt, wie wir Uber eine zwischengeschaltete Formalisierung zu der ublichen formalen
Notation gelangen. Wir gehen in diesem Aufsatz nicht naher darauf ein, warum und wie lange
wir bei Termen AuRenklammern setzen und wie wir diese fur Schiiler nachvollziehbar spater

einsparen. Dieses wird den Schiilern im Textbuch erlautert:

Buchungen in der Kurzschrift lassen sich schneller aufschreiben als die Eintragungen in
Kontokarten. Man kann aber noch etwas Schreibarbeit einsparen:

Bisher benutzen wir zwei Kennungen fiir Salden: H fiir Guthaben und S fiir Schulden. Es
reicht aber ein einziges Zeichen aus. Wir entscheiden uns dafiir, die Schulden weiterhin mit
einem Zeichen zu kennzeichnen. H als Kennzeichnung fiir ,, Haben *“ lassen wir weg. Zahlen
ohne zusdtzliches Kennzeichen sind dann Haben. Schulden sind das ,, Gegenteil “ von Ha-
ben. Fiir S 55.000 schreibt die Mathebank (—55.000). Wir nennen (—55.000) die Gegenzahl
zu 55.000.

Abb. 4: Erklarung aus dem Schiilerarbeitsbuch: Ubergang von einer ersten formalen zur tblichen forma-
len Darstellung eines Buchungsvorgangs

Durch Aufgaben, bei denen formale Darstellungen in umgangssprachliche Buchungsge-
schichten und Buchungsgeschichten in formale Darstellungen tbersetzt werden mussen, wird
sichergestellt, dass spater beim Lesen einer formalen Darstellung die passende Buchungsge-

schichte im Kopf aufgerufen werden kann:

il

‘-l—fa ?un\;g Aebe{ (0.000 clan Cha me_nqr?[: c]ebe.k 0. 000 .
j‘qcrlt' Salc!o erunya 0

((—10.000) - (~10.000)) =O

Abb. 5: Buchungsgeschichte einer Schilerin zu der vorgegebenen formalen Darstellung
[Tia hat Soll 10.000 und sie hat Soll 10.000 ausgezahlt. Ihr neuer Saldo ist 0.]

Der Haken hinter der korrekten Rechnung ist von einer Schilerin notiert. Es entspricht den im
Projekt intendierten Zielen, die Schiiler zum Monitoring (ihrer eigenen Rechnungen) anzuhal-
ten und wird durch Aufgabenstellungen auch gefordert. Dabei haben die Schiler auch zu re-
flektieren, ob das Geschriebene mit dem Gemeinten zusammen passt, wie das Aufgeschriebe-
ne von einem Leser benutzt und verstanden wird.
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Abb. 6 zeigt ebenfalls eine korrekte Bearbeitung einer Schilerin. Anzumerken ist, dass die
Zahlen in der Aufgabenstellung bewusst gleich gewéhlt worden sind. Bei der Bearbeitung der
einzelnen Aufgabenteile muss der Fokus auf die unterschiedlichen formalen Notationen von

Ein- und Auszahlungsvorgéngen gelegt werden.

((-250.000) - 200. 0o0) =

Ich habe Rp. 350.000 Schulden und
(150 .c00)

lasse mir Rp. 400.000 auszahlen.

Ich habe Rp. 350.000 Schulden und (('390 .OOO)) + 400_050) z
zahle Rp. 400.000 ein. $o. 000

Abb. 6: Formale Darstellung einer vorgegebenen Buchungsgeschichte

Ubergang von der Microworld ,,Buchen von Guthaben und Schulden* zu einer Microworld
»VertragsgemaRes Rechnen®

Im nachsten Schritt wird fir die Buchungspraxis der Mathebank ein Vertragswerk festgelegt,
das genau das bisherige intuitive Wissen kodifiziert. Wir schreiben es wie ein Axiomen-

system in der Mathematik auf und nutzen es fiir Buchungen bei der Mathebank auch so.

. ST — | Bezeichnungen der Namen der

: !| Paragraphen bereiten die spétere
VertragswerR zum Verwendung im Vertragswerk

Buchen von Soll und Haben Nt (0+a)=q4

P @+ (-a))=0

7(,+ ("+5)=(5+a)

ﬁ+ (((I s 5)-!-(;):(“ +(6 + C))
DS (@-6)=(a+(g) K": Kommutativgesetz

zum Rechnen vor:

N*: Neutraler Summand

Inverses Element

A":  Assoziativgesetz

I
00 DS : Definition der Subtraktion

| ——

Abb. 7: Vertragswerk mit der Mathebank zum Buchen von Soll
und Haben

Das Axiomensystem fur die additive Gruppe der ganzen (und spéter auch der rationalen) Zah-
len entsteht also nicht durch Abstraktion aus vielen Beispielen, sondern als eine Art Konstruk-
tionsaufgabe, vorhandenes Wissen zu prazisieren und formal darzustellen. So regelt in diesem
Kontext der Paragraph N* eine Kontoeroffnung, der Paragraph I” die SchlieRung eines Kon-
tos. Die Paragraphen K™ und A" beschreiben die Unabhangigkeit des neuen Saldos von der
Reihenfolge vorgenommener Buchungen und der Paragraph DP regelt, dass Auszahlungen als

spezielle Einzahlungen (der jeweiligen Gegenzahl) gebucht werden kénnen.
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Auf diese Weise wird der Schuler dazu angeleitet, die spater benutzten Rechenregeln und
deren Verwendung in der Microworld ,,Buchen von Guthaben und Schulden* zu kontrollie-
ren.

In einem letzten Schritt wird den Schulern das Vertragswerk aus Abb. 7 noch einmal présen-
tiert, jedoch auf der linken Seite mit dem Text ,,Vertragswerk zum Rechnen mit Zahlen®.

Die Aufgabe, dieses Vertragswerk zu konstruieren, ist nicht als anwendungsorientierter Un-
terrichtsansatz zu verstehen. Vielmehr wird im Sinne von Freudenthals ,,conceptual mathema-
tization* das intuitive Wissen in einem realen Kontext prézisiert, systematisiert und formali-
siert und dann erst zu einem mathematischen Konzept der ganzen Zahlen entwickelt. ,, The
problem is not in the first meant to be solved for problem solving purposes, but the real mean-
ing lies in the underlying exploration of new mathematical concepts.” (De Lange, 1996, S. 90)
Etablierung der Microworld ,,Bewegungsspiel*

Abbildung 8 zeigt das Spielfeld des Spiels ,,Hipfen auf der Zahlenlinie* und die Spielregeln.
Anders als in den uns bekannten, publizierten Versionen (Kliemann et al., 2009) haben wir
durch die Einflhrung der Anweisung: ,, Wenn du deine Figur vor- oder zuriickgesetzt hast,
drehst du sie wieder nach vorne* daflr gesorgt, dass nach jedem Wurf des Wirfelpaars im
auszuftihrenden Spielzug der Befehl des ,,Rechenzeichenwirfels* durch eine eigene Handlung
ausgefuhrt werden muss. So wird sichergestellt, dass die Bedeutungen der ein- und zweistelli-
gen Funktionen, die beide durch ein Minuszeichen formal reprasentiert werden, im Kopf der
Lernenden mit unterschiedlichen Handlungen verbunden werden. Die Spielziige werden in
der gleichen Darstellung wie bisher die Buchungen notiert.

Da das Spiel in Partnerarbeit gespielt werden soll, ist seine Durchfiihrung ein Beitrag zum

kooperativen Lernen.

Abb. 8: Partnerarbeit: Wurfeln, die Spielfiguren bewegen, danach die Spielziige formal darstellen
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So geht’s:

Jeder Spieler stellt seine Figur neben das Startfeld. Es wird
reihum gewdrfelt und gezogen. Wer von euch als nachstes
Geburtstag hat, darf beginnen. Um eine Spielfigur ins Spiel zu
bringen, musst du eine ,0“ wirfeln. Dann stellst du die Figur
so auf das Startfeld, dass sie nach vorne guckt. Du wiirfelst
zunachst mit dem Rechenzeichenwdirfel. Dabei bedeutet

+ : drehe deine Figur so, dass sie in die positive Richtung schaut;
. drehe deine Figur so, dass sie in die negative Richtung schaut.
Beim Zahlenwdarfel bedeutet z.B.
3 : drei Felder in Blickrichtung vorwarts;

(- 2):

gehe zwei Felder zur Blickrichtung rickwarts.

Wenn du deine Figur vor- oder zurtickgesetzt hast, drehst du sie
wieder nach vorne.

Wie beim ,Mensch-argere-dich-nicht darfst du dreimal wiir feln,
wenn du keine Figur im Spiel hast, und du darfst auch gegne- @@@@@

©00000000000000

rische Spielfiguren rauswerfen. Diese kommen dann neben das
Spielfeld und dirfen spater wieder eingesetzt werden. Gewinner )
ist, wer zuerst seine Spielfigur ins Ziel gebracht hat. Dabei :
mussen die Zielfelder nicht mit der genauen Augenzahl erreicht
werden. Alles klar? Na dann viel Spal}!

Notiert euch fir eure Figur euren Spielstand so wie hier:

Startposition Rec“:ft!jzr‘:::he"'- Zahlenwiirfel Endposition

(0 - (—2)) 2

(2 + (—1) 1

Y - 3) (—2) AN A

23000000000

Abb. 9: Spielplan und Spielregeln des Bewegungsspiels

Der folgende Transkriptauszug zeigt die Besprechung von:

Aufgabe 3.4 Maria ist mit ihrer Figur zwei Felder in positive Richtung gegangen. Was hat sie ge-

wirfelt?

Abb. 10: Aufgabenstellung zur Klarung von x +2 = x-(-2) in der Vorstellungswelt des Bewegungsspiels

Das Transkript beginnt unmittelbar nach dem Vorlesen der Aufgabenstellung.
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10 Schiiler  Positiv. Positiv. Als ein mogliches Wirfelergebnis wird ge-

Lehrer Positiv ...7 - =
12 Schiller  (unruhig) Zwei. Positiv. Null. Ah, el 5
unwichtig. Positiv zwei. Plus zwei. nannt: =
14 Lehrer Was zeigt der erste Wiirfel? Was? Abb. 11: Vorschlag 1 mehrerer Schiiler
Ein Schiiler Positiv
16 Lehrer Positiv...
il - Der Lehrer halt diesen Vorschlag an der
18 [Lehrer schreibt +2 an die Tafel|
+2 Tafel in der Kurzschreibweise +2 fest. Die
zweite Mdoglichkeit wird in Zeile 20 ange-
20 Andre Was ist mit minus minus zwei? --“
oesaotl. .. — -
Lehrer Andre hat gesagt sprochen: _, 2)

22 Ein Schiiler Minus zwei

Lehrer Minus... Abb. 12: Vorschlag 2 von Andre

24 Andre Minus minus zwei ; i
nare S RS et Auch dieser Vorschlag wird von dem Lehrer
Lehrer ...minus zwei [schreibt — (-2 )
26 an die Tafel) an der Tafel notiert. Ohne weitere Aufforde-
+ %2) rung durch den Lehrer rufen Schiler in Zei-
_ _ _ le 28, dass beide Darstellungen gleich seien.
28  Schiiler Das ist das Gleiche, das Gleiche...

Lehrer Ist minus minus zwei auch méglich?|  Sie meinen vermutlich, dass beide Wrfel-

30 Schiller  Mdglich... konfigurationen die gleiche Wirkung auf die
Lehrer Einverstanden? o

3 Schiller  Einverstanden... Spielfigur haben und denselben Endstand
Lehrer Warum? ergeben.

34 Andre Das Gleiche.

Abb. 13: Besprechung: Gilt x + 2 = x —(-2)?

Die kurze Szene endet mit einer Lehrerfrage in Zeile 31, die der Vergewisserung dient und
einer Aufforderung in Zeile 33 zu einer Begriindung.

Insgesamt kann man nach diesem kurzen Ausschnitt festhalten: die Aufgabenstellung ist kog-
nitiv aktivierend fiir die Lernenden, die Lernenden nehmen die Microworld an. Sie argumen-
tieren in dieser Uber die Gleichheit der Terme. Die Rolle der Lehrkraft ist in dieser Szene die
eines Mediators, der die beiden Positionen der Schuler zunachst an der Tafel notiert, sie auf-
einander bezieht, und nicht selbst die Sachfrage klart.

Es soll noch erwahnt werden, dass eine besondere Schwierigkeit in der Aufgabenstellung dar-
in begrindet liegt, dass die Ausgangsposition des Spielzugs nicht angegeben ist. Flr eine be-
liebig, aber fest gewahlte Position auf dem Spielbrett (Zahl x) sind eine Spielhandlung (zwei-
stellige Funktion) und eine weitere Zahl y zu finden, die bewirken, dass von der Ursprungspo-
sition (Zahl x) ausgehend eine um zwei Felder weiter rechts liegende Position (Zahl x+2) er-

reicht wird. Transformiert man die Aufgabenstellung auf die formale Ebene, so sind Interpre-
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tationen des Funktionszeichens - und des Terms y gesucht, die flr alle x die Gleichung

xoy=x+2 In eine wahre Aussage Uberfihren. Diese verborgene Schwierigkeit wird auch von

einer Schilerin im Unterrichtsgespréch formuliert:

54 Panta Also 1st das Problem in der Aufgabe falsch? (andere Schiiler
lachen) Ja, weil es nichts iiber den Anfang sagt...

Abb. 14: Reflexion von Panta tber eine Schwierigkeit der Aufgabe aus Abb. 9

Ob Schuler die grundlegenden mathematischen Konzepte verstanden haben zeigt sich auch
daran, ob sie mit diesen Werkzeugen Problemsituationen aus unterschiedlichen Kontexten
behandeln kdnnen. Deshalb schlie3t sich im Arbeitsbuch ein Kapitel an mit Beispielen fur die

Benutzung negativer Zahlen bei der Mathematisierung von Sachsituationen.

AUFGABEN ALS INSTRUMENTE ZUR FOREDERUNG METAKOGNITIVER AK-
TIVITATEN

Aufgaben sind ein wichtiges Instrument in der Hand des Lehrers zur Forderung individueller
metakognitiver Aktivitaten der Schuler. Ihre Besprechung im Unterricht kann auRerdem zu
einer Veranderung der Gesprachskultur beitragen. Deswegen haben wir in deren Entwicklung
grolRe Anstrengungen investiert. An einigen ausgewahlten Aufgabenbeispielen aus (Kaune &
Cohors-Fresenborg, 2011) soll nun demonstriert werden, wie die vorgenannten Theorien in-
einander greifen und zur Konstruktion von Aufgaben genutzt worden sind:

Aufgaben, die Planungsaktivitdten evozieren

Im Kern der Aufgabe steht eine sogenannte Zahlenmauer. Zahlenmauern sind so aufgebaut,
dass die Zahlen auf zwei nebeneinander liegenden Steinen addiert werden und die Summe auf

denjenigen Stein geschrieben wird, der mittig Uber beiden Steinen liegt.

[Aufgabe 4.2 n dieser Zahlenmauer zum Addieren fehlen sechs Zahlen:

-503

1002

-1001

—1000

a) Es gibt mehrere Moglichkeiten fir einen ersten Schritt. Schreibe in die obere rechte
Ecke derjenigen Steine eine 1, die du im ersten Schritt bestimmen kénntest. Rechne
dann diese Zahlen aus und trage sie in die Mauer ein.

b) Markiere den Schlussstein mit einer 3. Rechne nun alle restlichen Zahlen aus und
trage sie ein.

Abb. 15: Aufgabe, durch die Schiller zu Planungsaktivitaten aufgefordert werden
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Die Aufgabe ist kognitiv aktivierend. Sie ermdglicht verschiedene Vorgehensweisen, die Zah-
lenmauer zu erganzen. lhre Besonderheit ist darin zu sehen, dass sie nicht das Befolgen nur
einer Losungsstrategie erfordert, sondern Planungsaktivitaten initiiert. Lernende sollen ver-
schiedene Losungswege planen, bevor sie sich fir einen entscheiden.

Aus internationalen Studien ist bekannt, dass es schwierig ist, Lernende in planerischen Akti-
vitaten so zu trainieren, dass sie diese spater auch selbststandig und zielgerichtet ausfiihren
(Depaepe et al., 2010). Diese Aufgabe zeigt unser Bemiihen darum, dass Lernende planen,
Losungsstrategien eigenstandig entwickeln und sich diese zu eigen machen.

Aufgaben, die Monitoring-Aktivitaten evozieren

Aus Forschungen ist bekannt, dass ein Zusammenhang zwischen den Monitoringaktivititen
beim Bearbeiten einer Mathematikaufgabe und der Leistung besteht: ,, The lack of use of me-
tacognitive monitoring activities in practice can be regarded as an important factor to explain
failure of German students in the PISA-2000E study“ (Cohors-Fresenborg et al., 2010,
S. 242). Es stellt sich also das Problem, geeignete Aufgaben zu konstruieren, die die Schiler
zur Selbstiiberwachung erziehen. Dabei hat es sich gezeigt, dass Aufgabenstellungen, in de-
nen zundchst Rechnungen anderer zu tiberwachen sind, eine geeignete VVorstufe zur Kontrolle
der eigenen Denkprozesse und zur Verénderung der Unterrichtskultur bilden.

In den meisten traditionellen européischen Mathematik-Lehrbichern werden zu vorgestellten
Einfuhrungsaufgaben in ein neues Thema fehlerfreie Losungen présentiert. Dies ist von Be-
deutung, da diesen Aufgaben mit ihren Losungen im Lernprozess die Rolle zur Erarbeitung
des Stoffs zukommt, wenn beispielsweise ein Schiler wegen Krankheit den Unterricht ver-
sdumt hat. Dies ist auch in den von uns analysierten indonesischen Schulbichern der Fall. In
der von uns konzipierten Lernumgebung konfrontieren wir die Schiler aber mit sogenannten
Fehlersuch-Aufgaben, die von den Lernenden die genaue Kontrolle einer jeden Buchung
(Rechnung) fordert. Dazu werden von den Schiilern Monitoring-Aktivitaten verlangt. Am
Beginn der Unterrichtsreihe sollen die Schiler Aufgaben von folgendem Typ (Abb. 15, 16)

bearbeiten:

In der folgenden Kontokarte sind Buchungsfehler. Markiere die Stellen.

Lfd.| Datum alter Saldo Umsatzte neuer Saldo
N. Auszahlung | Einzahlung

1. | 13.09.09 130.000 25.000 105.000
2. | 14.09.09 105.000 31.500 136.500
3. | 18.09.09 136.500 17.500 120.000
4, | 21.09.09 120.000 20.000 100.000
5. | 25.09.09 100.000 30.000 70.000

Abb. 16: Fehlersuchaufgabe
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Fllle die folgende Tabelle aus:

ist richtig ist falsch

Ich habe alle Buchungen richtig durchgefuhrt.

Meine Buchungskarte enthalt einen Fehler.
Der erste Fehler ist in Zeile 1.

Meine Buchungskarte enthélt einen Fehler.
Der erste Fehler ist in Zeile 2.
Meine Buchungskarte enthalt einen Fehler.
Der erste Fehler ist in Zeile 3.
Meine Buchungskarte enthalt einen Fehler.
Der erste Fehler ist in Zeile 4.

Abb. 17: MaRnahme zum Monitoring der eigenen Rechnung

Uber die Kontrolle von Rechnungen und das Aufdecken von Fehlern gehen Aufgabenstellun-
gen hinaus, in denen falsche Argumentationen zu entlarven und Sachverhalte richtig zu stel-
len sind. Dabei ist der eigene Standpunkt mit mathematischen Argumenten zu begriinden.
Dies verlangt von den Schiilern, sich mit Mitteln der Sprache kritisch auseinander zu setzen

und ihre Kompetenzen im Argumentieren und Kommunizieren zu schulen.

Aufgaben, die Reflexionsaktivitaten evozieren
Aufgaben wie in Abb. 18 verlangen Reflexionstétigkeiten, zudem fordern sie Monitoring-

Aktivitaten und fordern kooperatives Lernen.

Denke dir selbst die Kurzschreibweise einer Buchungsgeschichte aus:

%9 170000 #1000 62900
K@é 39.000 R2S0 .00 oo

Tausche nun mit deinem Tischnachbarn die Hefte und jeder Ubersetzt in dem Heft
seines Nachbarn die Kurzschreibweise seines Tischnachbarn in eine ausfiihrliche Bu-
chungsgeschichte.

Rpise-000 _
Brupnt menugtor don meratils &e 11000 dan Bewu6 menyetor
RPL50 ctp

Tauscht nun die Hefte zurlick und kontrolliert jeweils die Ubereinstimmung von Kurz-
schreibweise und Buchungsgeschichte.

Falls du einen Fehler findest, berichtige ihn und erklare deinem Nachbarn, was er falsch
gemacht hat.

Abb. 18: Aufgabe flir kooperatives Lernen konzipiert
[Bryant zahlt Rp 750.000 ein und z&hlt Rp 111.000 aus und zdhlt Rp 250.000 ein.]

Die Aufgabenstellung verlangt, dass ein Schiler die Struktur einer von einem Mitschuler no-
tierten, formalen Darstellung analysiert. Diese Darstellung ist in der Microworld ,,Buchen von
Guthaben und Schulden* zu interpretieren. Dies erfordert Reflexionstatigkeiten. Wird durch

einen Schiler in der Lésung seines Mitschilers wie in Abb.18 zu sehen, ein Fehler identifi-
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ziert, so ist Uber diesen Fehler zu diskutieren. In diesem Fall wird zu kldren sein, ob in der
formalen Notation die Einheiten (Symbole fur die Wahrungen) zu notieren sind. Abschlie-
Rend hat der Schiiler, der zuvor die formale Darstellung notiert hat, die Ubereinstimmung
seines mathematischen Ausdrucks und der von seinem Mitschuler geschriebenen Interpretati-
on zu kontrollieren. Auch dieser Aufgabenteil erfordert Reflexion und Monitoring.

Die Abbildung 19 zeigt eine Schilerlésung zu einer weiteren Aufgabe, die Reflexionsaktivita-
ten initiiert. In dieser Aufgabe ist zu einer vorgegebenen Kurzschreibweise der Mathebank

eine Buchungsgeschichte aufzuschreiben.

h) ((~10.000) — (—10.000)) =_©

(ayp l‘“'@m‘pmt,p‘l deoct Bplo.t00 & ok t'ap\“ LU ngtn  penutup

clown el ndonl oo o rekr?m’-rq Wip o caua okan meagtiE
Soloet  celetelr 52(7"-0-000

Abb. 19: Fiola nutzt eine der Mikrowelten fiir ihre Reflexion.
[Ich habe bei der Bank Soll Rp 10.000, aber ich mochte dieses Konto auflésen und den
Saldo auf ein anderes Konto ibernehmen. Also, ich soll Soll Rp10.000 auszahlen.]

Die Schulerlosung gibt einen Hinweis auf den Nutzen der Benutzung von Mikrowelten im
Umgang mit ganzen Zahlen. Die geschriebene Buchungsgeschichte liefert eine Begriindung
flir den neuen Saldo, also fiir das korrekt notierte Ergebnis der mathematischen Aufgabe.

Die Verflgbarkeit des Metaphernsystems ,,VVertragswerk zum Umgang mit Zahlen“ er6ffnet
eine Moglichkeit, Argumentationsfahigkeiten von Lernenden im schrittweise kontrollierbaren
Umgang mit mathematischen Inhalten zu fordern, Lernende zum Reden und Schreiben tber
die Mathematik und zu einer (vom Lehrer unabhangigen) prazisen Kontrolle eigener und
fremder Lernergebnisse zu motivieren.

Die folgenden beiden Aufgaben zeigen, wie Rechnen, Termumformungen und Beweisen mit-

einander verzahnt sind (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2005).

(((-58) +345)+58)
(~(-3)) = (g-—l%--ﬂ)} _&{-

=((345+ (-S8))+58) K s " 2
= ((a+(-2)) +(=(-
=(345+((-58)+58)) At (2+(-2)+(=(=2))) __=a
A'f
=(345+(s8 + (-%8) )) «* = (3+((=2)~ (~(-a)))
e _*
=(345+ 9] ) I _ (34-2__—] I

345 [Ny ) N*

Abb. 20: VertragsgemafRes Rechnen Abb. 21: VertragsgeméaRes Beweisen von (-(-a))=a
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Aufgabe der Schiler war es in beiden Fallen, Uber jeden der einzelnen Rechen-/ Beweisschrit-
te zu reflektieren: es sollte jeweils ein Paragraph angegeben werden, der den einzelnen Schritt
legitimiert bzw. mit dem angegebenen Paragraphen eine passende Termumformung durchge-
fuhrt werden. Die Abkiirzung des jeweiligen Namens wurde hinter der jeweilige Zeile notiert.
Gut zu erkennen sind in Abb. 20 die farbigen Unterstreichungen von Teiltermen in aufeinan-
der folgenden Beweiszeilen. Dies ist bereits Ergebnis einer ersten Reflexion tber Termstruk-
turen und eine methodische Hilfe zur weiteren Strukturierung der Terme. Auf dieser Grundla-
ge fallt der nachste Reflexionsschritt, in der Termumformung die Wirkungsweise eines Para-
graphen zu identifizieren, deutlich leichter.

Eine Reflexion von Syntax und Semantik klart den Zusammenhang zwischen einem (mathe-
matischen) Objekt, seinem Namen und einem Zeichen fir seinen Namen. Abb. 22 zeigt einen

Ausschnitt aus dem Arbeitsbuch, in dem thematisiert wird, dass die Schreibfigur (-0) noch

keine Bedeutung hat:

Mit der Mathebank hatten wir zwar vereinbart, dass Rp 0 auf dem Konto als H 0 gebucht
wird. Was wir uns aber unter Rp 0 Schulden vorstellen sollen, dariiber hatten wir bisher
nicht geredet. In der Mathematik gibt es den Term (—0) als Gegenzahl zu 0, wie wir gerade
aus dem Vertragswerk hergeleitet haben. Welche Bedeutung hat (—0)? Denken wir ein
bisschen nach.

Abb. 22: Text aus dem Schilerbuch tber die Bedeutung von (-0)

Zum Abschluss werden die sich anschlieRenden Uberlegungen in einem dreizeiligen Beweis
zusammengefasst. Die Aufgabestellung flr die Lernenden besteht dann darin, ber die einzel-
nen Schritte zu reflektieren und sie durch entsprechende Paragraphen aus dem Vertragswerk

abzusichern.

Entscheide flir jeden Argumentationsschritt, ob ein Paragraph, ein Satz oder eine
Zusatzvereinbarung benutzt wird. Schreibe dann auf die Linie den jeweiligen Namen:

(0+a) =a -

0+=0) =(-0) ——

Abb. 23: Beweis: (-0)=0

FAZIT UND AUSBLICK

Im Mittelpunkt der Machbarkeitsstudie stand die Entwicklung einer besonderen Lernumge-
bung fur Schiller zu Beginn der Klasse 7 in der Sekundarschule. Dabei wurde in besonderem
MaRe auf Theorien zurlickgegriffen, die sich mit dem Nutzen von Microworlds und Meta-

phernsystemen zum Aufbau eines langfristig tragfahigen Verstandnisses in den Kopfen der
19



Schiiler befassen. In der hier vorgestellten Lernumgebung war es das Metaphernsystem ,,Ver-
tragswerk zum Umgang mit ganzen Zahlen“. Durch diesen Ansatz wird den Schilern auch
eine Einbindung fur die im Rahmen der Gblichen Schulmathematik notwendigen Begriffsbil-
dungen im Bereich von Zahlbereichserweiterungen, Termumformungen, Gleichungslehre und
die Methodik des Beweisens auf einer einheitlichen Grundlage erméglicht. Es bietet sich an,
auf dieser Grundlage auch weitere mathematische Inhalte aufzubauen. Dies hatte den Vorteil,
dass zukinftig zu erwerbendes Wissen nicht fragmentiert gelernt, sondern in ein schon vor-
handenes semantisches Netz eingekntipft werden kann. Ein Zugewinn an Verstehen und Ver-
standnis ist zu erwarten (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2005).

Das Ziel einer deutlichen Erhéhung mathematischer Kompetenzen von Schilern sollte aber
auch durch eine Verdnderung der Unterrichtskultur erreicht werden, so dass metakognitive
und diskursive Aktivitaten zentral fir das Unterrichtsgeschehen sind. Wichtige Werkzeuge
dazu in der Hand des Lehrers sind nach solchen theoretischen Uberlegungen konzipierte Auf-
gaben. Bei den vorgestellten Beispielen wurde mit Schilerlésungen gezeigt, wie der Einsatz
dieser andersartigen Aufgaben im Erprobungsunterricht funktioniert hat.

In einem weiteren Aufsatz (Kaune et al., 2012) wird Uber Details dieser Erprobung und eine
Evaluation der erreichten Ergebnisse berichtet werden. Es hat sich gezeigt, dass die entwi-
ckelten Werkzeuge funktionsfahig fir eine Pilotstudie sind. Diese soll ab dem Schuljahr

2011/12 an mehreren Schulen auf Java durchgefihrt werden.
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